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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñåìåéñòâî ìîäåëåé, çàäàííîå ãëàäêèì êàíîíè÷åñêèì
2D-îòîáðàæåíèåì, çàâèñÿùèì îò äâóõ ïàðàìåòðîâ. Ïðåäñòàâëåíû ïðåäâàðè-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå íàãëÿäíî äåìîíñòðè-
ðóþò ñóùåñòâåííîå ïîäàâëåíèå ãëîáàëüíîé äèôôóçèè â øèðîêîé îáëàñòè çíà-
÷åíèé âåëè÷èíû âîçìóùåíèÿ çà ñ÷åò îòíîñèòåëüíî íîâîãî è ìàëî èçâåñòíîãî
ÿâëåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ñåïàðàòðèñ ðåçîíàíñîâ è äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ â
óñëîâèÿõ ñèëüíîãî ëîêàëüíîãî õàîñà äâèæåíèÿ. Òàêîå îáùåå ïîäàâëåíèå äèô-
ôóçèè èìååò ìåñòî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èíâàðèàíòíûå êðèâûå ñîõðàíÿþòñÿ
ëèøü äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íóëåâîé ìåðû. Ïîëó÷åíû è
ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåííî ïðîñòûå óòî÷íåííûå îöåíêè äëÿ ñêîðîñòè äèôôóçèè
â ãëàäêèõ ñèñòåìàõ áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ. Íàéäåíî ïîëóýìïèðè÷åñêîå âû-
ðàæåíèå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ îñíîâíîé ãðàíèöû ïîäàâëåíèÿ äèô-
ôóçèè â ñåìåéñòâå ìîäåëåé ñ èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè. Ïðîâåäåí ñòàòèñòè÷å-
ñêèé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ è ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè
ïîäàâëåíèÿ äèôôóçèè.
Diffusion in smooth Hamiltonian systems
B.V. Chirikov, V.V. Vecheslavov
A family of models specified by the smooth canonical 2D-mapping depending
on the two parameters is studied. Preliminary results of numerical experiments
are presented which graphically demonstrate significant suppression of the global
diffusion in a wide range of the perturbation strength. This is related to a new and
relatively less-known phenomenon of the conservation of separatrices and of other
invariant curves among a strong local chaos of motion. Such a general diffusion
suppression persists even though the invariant curves exist for a countable set
of the parameter values of zero measure only. Simple improved estimates for the
diffusion rate in the smooth systems without invariants curves are derived and
numerically confirmed. A semiempirical relation in dimensionless variabless for the
main border of the diffusion suppression in the family of models with invariant
curves is found. Statistical analysis of the results is carried out, and the integral
probability distribution for the diffusion suppression is obtained.
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.1 Ââåäåíèå
Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñîâðåìåííîé òåîðèè íåëèíåéíûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ðàñùåïëåíèå ñå-
ïàðàòðèñû íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà è îáðàçîâàíèå íà åå ìåñòå õàîòè÷å-
ñêîãî ñëîÿ â òèïè÷íîé (òî åñòü íåèíòåãðèðóåìîé) ñèñòåìå ïðîèñõîäÿò
ïðè ïî÷òè ëþáîì âîçìóùåíèè. Ñ÷èòàåòñÿ òàêæå, ÷òî èìåííî ñåïàðàòðè-
ñû ðàçðóøàþòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïîñêîëüêó ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî íèì
áåñêîíå÷åí è âçàèìîäåéñòâèå íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ â èõ îêðåñòíîñòè
âñåãäà ñóùåñòâåííî (ñì., íàïðèìåð, [1,2,3]). Ïî ìåðå ðîñòà âîçìóùåíèÿ
ðàçðóøàþòñÿ è èñ÷åçàþò èíâàðèàíòíûå êðèâûå (ïîâåðõíîñòè), ÷òî, êàê
ïðàâèëî, ïðèâîäèò â êîíöå êîíöîâ ê ïåðåêðûòèþ õàîòè÷åñêèõ ñëîåâ âñåõ
ðåçîíàíñîâ è âîçíèêíîâåíèþ òàê íàçûâàåìîãî "ãëîáàëüíîãî"õàîñà.
Ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëî ÿñíî, ÷òî óñëîâèÿ îáðàçîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî
õàîñà è âîçìîæíîñòü äèôôóçèè ïî âñåé åäèíîé õàîòè÷åñêîé êîìïîíåíòå â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàâèñÿò íå òîëüêî îò âåëè÷èíû, íî è îò ãëàäêîñòè
âîçìóùåíèÿ. Ïîñëåäíþþ óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ
Ôóðüåàìïëèòóä. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ óáûâàíèå ÿâëÿåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ñóùåñòâóåò ïîðîãîâàÿ âåëè÷èíà
âîçìóùåíèÿ "tr è ãëîáàëüíàÿ äèôôóçèÿ âîçíèêàåò ëèøü ïðè ">"tr. Åñëè
æå "<"tr, òî õàîñ ëîêàëèçîâàí â îòíîñèòåëüíî óçêèõ õàîòè÷åñêèõ ñëîÿõ
(êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ïðè ëþáîì " > 0) è ãëîáàëüíàÿ äèôôóçèÿ ïðè
÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû N  2 íåâîçìîæíà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè N > 2 ãëîáàëüíàÿ äèôôóçèÿ ìîæåò èìåòü ìå-
ñòî, íî òîëüêî äëÿ âåñüìà ñïåöèàëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (äèôôóçèÿ
Àðíîëüäà, ñì., íàïðèìåð, [1]). Ñêîðîñòü ýòîé äèôôóçèè è ìåðà åå îáëàñòè
ïðè " ! 0 óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî ïî ïàðàìåòðó 1=".
Õàðàêòåð äâèæåíèÿ ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ äëÿ ãëàäêîãî âîçìóùå-
íèÿ ãàìèëüòîíèàíà, Ôóðüåàìïëèòóäû êîòîðîãî óáûâàþò êàê íåêîòîðàÿ
ñòåïåíü +1 èõ íîìåðà n (ñì., íàïðèìåð, [5] è ññûëêè òàì). Â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå 2D-îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûì ìû è îãðàíè÷èìñÿ â íàñòîÿùåé ðàáî-
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òå, ïîðîã "tr > 0 âîçíèêíîâåíèÿ ãëîáàëüíîãî õàîñà ñóùåñòâóåò âñåãäà ïðè
 > cr = 3. Ýòî çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ãëàäêîñòè ïîëó÷åíî èç ïðîñòîé
îöåíêè â [5] (ñì. òàêæå ðàçäåë 3 íèæå), îäíàêî îíî åùå òðåáóåò ïðîâåðêè â
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ñòðîãîå äîêàçàòåëü-
ñòâî óäàëîñü ïîëó÷èòü òîëüêî äëÿ cr = 5 (ñì. [6], ãäå áûëî òàêæå âû-
ñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íà ñàìîì äåëå cr = 4). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
òàêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü íåñóùåñòâåííà, ïîñêîëüêó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
íàìè ìîäåëè (ðàçäåë 2) íåðàâåíñòâî  = 2 < cr çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èìåííî äëÿ ýòîãî ïîêàçàòåëÿ  = 2 ñèòóàöèÿ
äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü íåÿñíîé.
Óæå â ðàííèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ ñèñòåìàìè, ãëàäêîñòü êî-
òîðûõ íèæå êðèòè÷åñêîé íàðÿäó ñ ãëîáàëüíîé äèôôóçèåé íàáëþäàëèñü
ñëó÷àè, êîãäà òðàåêòîðèè â òå÷åíèå âåñüìà äëèòåëüíîãî âðåìåíè ñ÷åòà
íå âûõîäèëè çà ïðåäåëû íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà [7,8]. Îäíàêî, çòî áûëî íå áîëåå ÷åì ïîäîçðåíèå íà ïîäàâëåíèå
èëè îñëàáëåíèå äèôôóçèè. Ñòðîãèé ðåçóëüòàò çäåñü áûë ïîëó÷åí Áóëè-
òîì [9], êîòîðûé äëÿ ñèììåòðè÷íîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî 2D-îòîáðàæåíèÿ
(ÑÊËÎ,  = 2, ñì. (2.1), (2.2) íèæå) äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíûõ
èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ êàê ñ èððàöèîíàëüíûìè, òàê è ñ ðàöèîíàëüíûìè
÷èñëàìè âðàùåíèÿ (ñì. òàêæå [10] è ðàçäåë 2). Èìåííî ãëîáàëüíûå èíâà-
ðèàíòíûå êðèâûå èìåþò ïîëíóþ ïðîòÿæåííîñòü ïî ôàçå, ÷òî èñêëþ÷àåò
íåîãðàíè÷åííóþ äèôôóçèþ ïî äåéñòâèþ. Â ðàáîòå [9] âïåðâûå áûëî íàé-
äåíî, ÷òî ñðåäè èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùå-
íèÿ ïðèñóòñòâóþò òàêæå (ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âîçìó-
ùåíèÿ) íåðàçðóøåííûå ñåïàðàòðèñû íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ. Îñîáåííî
âàæíûì è íåîæèäàííûì îêàçàëîñü òî, ÷òî ñèñòåìà ïðè ýòîì îòíþäü íå
ñòàíîâèòñÿ èíòåãðèðóåìîé, îäíàêî ñåïàðàòðèñà íå òîëüêî ñîõðàíÿåòñÿ â
óñëîâèÿõ ñèëüíîãî õàîñà, íî è çàïèðàåò ãëîáàëüíóþ äèôôóçèþ.
Èíòåðåñíî, ÷òî çíà÷èòåëüíî ïîçæå è äëÿ òîé æå ñàìîé ìîäåëè àíàëî-
ãè÷íàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Îâñÿííèêîâûì [11]. Îí íå òîëüêî óêàçàë
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñåïàðàòðèñà öåëîãî
ðåçîíàíñà ñîõðàíÿåòñÿ, íî è íàøåë äëÿ íåå ÿâíîå (è î÷åíü ïðîñòîå) âûðà-
æåíèå. Õîòÿ Îâñÿííèêîâ äîêàçàë ñâîþ òåîðåìó íåçàâèñèìî, òàêîå ñîâïà-
äåíèå ìîäåëåé íå ñëó÷àéíî, ïîñêîëüêó ðåøåíèå ëèíåéíîãî (õîòÿ áû è êó-
ñî÷íî) îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó. Îòìåòèì, ÷òî ïîëíîå
ðåøåíèå äàæå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ âîçìîæíî òîëüêî ïðè ñîõðàíåíèè
ñåïàðàòðèñû, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äâå âåòâè ðàñùåïëåííîé ñåïà-
ðàòðèñû îáðàçóþò ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ìîäåëü
ÑÊËÎ íå ìîæåò áûòü óïðîùåíà äî ÷èñòî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ òè-
ïà îòîáðàæåíèÿ Àðíîëüäà, â êîòîðîì ñåïàðàòðèñû íåëèíåéíûõ ðåçîíàí-
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ñîâ âñåãäà ðàñùåïëåíû. Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû Áóëèòà è Îâñÿííèêîâà
îãðàíè÷åíû ïîýòîìó èññëåäîâàíèåì òîëüêî ñàìèõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ
íîâîãî òèïà, ïåðâûå ïðèìåðû êîòîðûõ áûëè ïðåäñêàçàíû â [10].
Èìåííî òåîðåìà Îâñÿííèêîâà ïîñëóæèëà äëÿ íàñ òîë÷êîì ê èíòåí-
ñèâíîìó èññëåäîâàíèþ ÑÊËÎ è åãî ìîäèôèêàöèé [12-15]. Ê ñîæàëåíèþ,
ýòà òåîðåìà íå áûëà îïóáëèêîâàíà àâòîðîì (åå ïîëíûé òåêñò ñîäåðæèò-
ñÿ â ïðèëîæåíèè ê ðàáîòå [14]). Âìåñòî ýòîãî â [16] áûëà ïðåäïðèíÿòà
ïîïûòêà îáîáùèòü òåîðåìó íà ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà îòîá-
ðàæåíèÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [9] è
íàøèì ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàì.
Êàæäîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé â ÑÊËÎ (â òîì ÷èñëå íîâîãî òèïà ñ
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ, âêëþ÷àÿ ñåïàðàòðèñû öåëûõ è äðîá-
íûõ ðåçîíàíñîâ) îòâå÷àåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà âîçìóùå-
íèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì (ñì. ðèñ.2,3 â
[9]) è èìåþòñÿ èíòåðâàëû çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ãäå ãëîáàëüíàÿ äèôôó-
çèÿ îïðåäåëåííî èìååò ìåñòî (îäèí òàêîé èíòåðâàë ïðÿìî óêàçàí â [9],
ñì. òàêæå ðàçäåë 5 íèæå). Îäíàêî, ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ýòîãî ìíîæå-
ñòâà äîñòàòî÷íî âûñîêà, òî ìîæíî îæèäàòü ñèëüíîå (õîòÿ è íå ïîëíîå)
ïîäàâëåíèå ãëîáàëüíîé äèôôóçèè ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà âîç-
ìóùåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿì â ýòîì íàïðàâëåíèè è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ
ðàáîòà.
2 Ìîäåëü
Âûáðàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì îòîáðàæåíèåì â êàíîíè÷å-
ñêèõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèå p - ôàçà x
p = p + Kf(x) ; x = x + p mod 1 : (2:1)
Çäåñü K = " > 0 - ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ (íå îáÿçàòåëüíî ìàëûé), à
"ñèëà"f(x) èìååò ôîðìó àíòèñèììåòðè÷íîé (f(−y) = −f(y); y = x−1=2)
êóñî÷íî-ëèíåéíîé "ïèëû"ñ ïåðèîäîì 1.
Ìû áóäåì èññëåäîâàòü ñðàçó öåëîå ñåìåéñòâî ïèëîîáðàçíûõ âîçìóùå-
íèé
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(ñì. ðèñ.1 â [15])
f(x) =

2x=(1− d) ; åñëè jxj  (1− d)=2 ;
−2y=d ; åñëè jyj  d=2 ; (2:2)
1
àíàëîãè÷íîå íî íå èäåíòè÷íîå ìîäåëè â [9]
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ãäå y = x−1=2, à 0  d  1 - ðàññòîÿíèå ìåæäó "çóáüÿìè"ïèëû jf(x)j = 1,
ðàñïîëîæåííûìè â òî÷êàõ y = y = d=2. Íàèáîëåå èçó÷åííûé ÷àñòíûé
ñëó÷àé ÑÊËÎ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà ïåðåêîñà d = 1=2.
Íàñ èíòåðåñóåò ãëîáàëüíàÿ äèôôóçèÿ ïî èìïóëüñó, êîòîðàÿ ïîäàâ-
ëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè, èìåþùèìè ïîëíóþ ïðîòÿæåííîñòü ïî
ôàçå. Ìû íàçûâàåì èõ ãëîáàëüíûìè è â äàëüíåéøåì áóäåì èìåòü ââèäó
òîëüêî èõ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî. Çàìåòèì, ÷òî òàêèå èí-
âàðèàíòíûå êðèâûå (â òîì ÷èñëå íåðàçðóøåííûå ñåïàðàòðèñû öåëûõ è
äðîáíûõ ðåçîíàíñîâ) ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ K èìåþò ìåñòî äëÿ
ëþáîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ïåðåêîñà èç èíòåðâàëà 0 < d < 1 [9,12-15].








fn = − 2
2
cos(n) sin(nd)
d(1 − d) ;  = 2 : (2:4)
Èç ïîñëåäíèõ ôîðìóë ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì äëÿ ðàçðûâíîé ïèëû d ! 0
ïîëó÷àåì
fn = − 2

cos(n) ;  = 1 : (2:5)
Âèäíî, ÷òî ïîêàçàòåëü ãëàäêîñòè ñèñòåìû  â ïðåäåëå d = 0 íà åäèíèöó
ìåíüøå åãî çíà÷åíèÿ âíóòðè èíòåðâàëà è îáà îíè ìåíüøå êðèòè÷åñêîé âå-
ëè÷èíû cr = 3 (âòîðîé ïðåäåë d ! 1 â äàííîé ðàáîòå íàñ íå èíòåðåñóåò,
ïîñêîëüêó äâèæåíèå ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ ðåãóëÿðíûì, ñì. [15]).
Îòîáðàæåíèå (2.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå íåïðåðûâíîé ñè-
ñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì, ÿâíî çàâèñÿùèì îò âðåìåíè è ñ âîçìóùåíèåì
â ôîðìå òîë÷êîâ [1,2,3,14]:









ãäå 1(t) = 1+2
P
m1 cos(2mt) îáîçíà÷àåò -ôóíêöèþ ïåðèîäà 1. Îòìå-
òèì, ÷òî âûáîð -ôóíêöèè â óêàçàííîì âèäå ôèêñèðóåò òàêæå åäèíèöó
âðåìåíè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ðàâíà îäíîé èòåðàöèè èñõîäíîãî
îòîáðàæåíèÿ.
Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ äâîéíîé ñóììû â (2.6) ïðîïîðöèîíàëüíî
cos[2(nx−mt)] ñ öåëûìè m; n è îïðåäåëÿåò "ñâîé"ïåðâè÷íûé íåëèíåé-
íûé ðåçîíàíñ (ïîäðîáíîñòè ñì., íàïðèìåð, â [1]). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
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ýòè ðåçîíàíñû íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ëþáîé èç íèõ îïèñû-
âàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì "ìàÿòíèêà"







Åñëè ââåñòè ðåçîíàíñíîå çíà÷åíèå èìïóëüñà pnm = _xnm = m=n, òî â íî-
âûõ ïåðåìåííûõ ~x = nx−mt è ~p = (p−pnm)=n êàæäûé òàêîé îäèíî÷íûé
ðåçîíàíñ îêàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìîé ñî ñòðîãî îãðàíè÷åíûì
ïî èìïóëüñó äâèæåíèåì. Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, îïðåäåëÿ-











Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâåäåííûå çäåñü ñîîòíîøåíèÿ áóäóò èñïîëüçî-
âàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåñüìà ïðîñòûõ è íåîæèäàííî àêêóðàòíûõ îöåíîê
ñêîðîñòè äèôôóçèè äëÿ ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ áåç èíâàðèàíòíûõ êðè-
âûõ.
3 Îöåíêè ñêîðîñòè äèôôóçèè
Íàøè îöåíêè îñíîâàíû íà êðèòåðèè ïåðåêðûòèÿ íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ
(ñì. [1-3,5]), êîòîðûé â ïðîñòåéøåé ôîðìå èìååò âèä













åñòü ïðèáëèæåííàÿ ñóììà øèðèí (2.9) âñåõ ïåðâè÷íûõ ðåçîíàíñîâ â åäè-
íè÷íîì èíòåðâàëå ïî èìïóëüñó p (äëÿ ïðîñòîòû ìû ïîëîæèëè , ÷òî âñå
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå fn = f0 ðàâíû).
Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî ýòà ñóììà ðàñõîäèòñÿ ïðè   3, ÷òî è îïðåäå-
ëÿåò óêàçàííîå âûøå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ãëàäêîñòè cr = 3 â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå ãëîáàëüíàÿ äèôôóçèÿ ïðîèñõîäèò
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ïðè ëþáîì K, â òîì ÷èñëå è ïðè K ! 0, à åå ñêîðîñòü çàâèñèò, âîîáùå
ãîâîðÿ, îò âñåõ ðåçîíàíñîâ (2.7) è îïèñûâàåòñÿ âåñüìà ñëîæíûìè è ãðî-
ìîçäêèìè âûðàæåíèÿìè (ñð. [17]). Íàøè ïðîñòûå îöåíêè íèæå îñíîâàíû,
êàê è â [5], íà ñëåäóþùåé ãèïîòåçå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì ôèçè÷å-
ñêè ïðàâäîïîäîáíîé è ïîäòâåðæäàåòñÿ íèæå ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòà-
ìè. Êîíêðåòíî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ãëîáàëüíîé äèô-
ôóçèè ïðè   3 îïðåäåëÿåòñÿ, â îñíîâíîì, êîíå÷íûì ÷èñëîì ðåçîíàíñîâ
âïëîòü äî íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé ãàðìîíèêè n = nc, êîòîðûå (â êîìáè-
íàöèè ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè m â (2.7)) è îáåñïå÷èâàþò ïåðåêðûòèå (3.1).
Äåéñòâèòåëüíî, áîëåå ñèëüíûå ðåçîíàíñû (n < nc) âûçûâàþò áîëåå áû-
ñòðóþ äèôôóçèþ, îäíàêî îíà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ëîêàëüíîé èç-çà íåïîëíîãî
ïåðåêðûòèÿ ýòèõ ðåçîíàíñîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîëåå ñëàáûå ðåçîíàíñû










áûñòðî ïàäàåò ñ n. Çäåñü â êà÷åñòâå äèíàìè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ äèôôóçèè
âûáðàíû ïîëíàÿ øèðèíà ðåçîíàíñà (2.9) è ïåðèîä ôàçîâûõ êîëåáàíèé íà
íåì 2=Ωn (2.8).




























Â îáùåì ñëó÷àå ýòî âûðàæåíèå äàåò ëèøü îöåíêó ïî ïîðÿäêó âå-
ëè÷èíû. Îäíàêî, ìû ñîçíàòåëüíî îñòàâëÿåì â íåì ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå
êîýôôèöèåíòû, ðàññ÷èòûâàÿ ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü òî÷íîñòü ýòîé îöåí-
êè ïóòåì ââåäåíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ ïîïðàâî÷íûõ ìíîæèòåëåé. Ýòî áóäåò
ñäåëàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîñòîãî è õîðîøî èçó-
÷åííîãî óæå ðàíåå ïðèìåðà òàêîé äèôôóçèè.
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Îòìåòèì, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè K  1.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äèôôóçèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå èìååò, êàê





 K 23− <1 (3:7)





 K− 13− >1 (3:8)
ïî âðåìåíè (èç (2.8)). Îáà ìàñøòàáà îãðàíè÷åíû èç-çà ïåðèîäè÷íîñòè
p è äèñêðåòíîñòè t. Îòñþäà, êàê ñëåäñòâèå, îãðàíè÷åíèå ïî ïàðàìåòðó
ñèñòåìû:
K<1 : (3:9)
Òî æå ñàìîå îãðàíè÷åíèå âîçíèêàåò è èç óñëîâèÿ íà êðèòè÷åñêóþ ãàðìî-
íèêó (3.5): nc>1. Ïðè K  1 âðåìÿ çàòóõàíèÿ êîððåëÿöèé âîçìóùåíèÿ
tc  1, ïðè K  1 ýòî âðåìÿ ñîêðàùàåòñÿ äî tc  1, à ïðè K  1 êîð-
ðåëÿöèè ìåæäó ñîñåäíèìè òîë÷êàìè ñòàíîâÿòñÿ âîîáùå ïðåíåáðåæèìî









è äëÿ âñåãî íàøåãî ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé (2.1),(2.2) íå çàâèñèò îò ïà-
ðàìåòðà ïåðåêîñà d.
4 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëè áåç
èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîñòåéøèé ïðèìåð ãëàäêîãî 2D-îòîáðàæåíèÿ, êî-
òîðûé ñîîòâåòñòâóåò â íàøåì ñåìåéñòâå (2.2) ïàðàìåòðó d = 0. Â [15]
ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå èíâàðèàíòíûå êðèâûå ïîëíî-
ñòüþ îòñóòñòâóþò è ãëîáàëüíàÿ äèôôóçèÿ ïðîèñõîäèò ïðè ëþáîì ïîëî-
æèòåëüíîì K > 0. Äèôôóçèÿ â òàêîé ìîäåëè áûëà ïîäðîáíî èññëåäîâàíà
÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè â äîâîëüíî ñòàðîé ðàáîòå [17], àâòîðû êîòîðîé,
ïî-âèäèìîìó, íå çíàëè î ïîëó÷åííûõ ê òîìó âðåìåíè ðåçóëüòàòàõ Áóëèòà
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[9] è ïîòîìó íå îïàñàëèñü íèêàêîãî "ïîäâîõà"âðîäå ñîõðàíèâøèõñÿ ñåïà-
ðàòðèñ; èì ïîâåçëî. Çàìåòèì, ÷òî íîðìèðîâêè êàê ñêîðîñòè äèôôóçèè,
òàê è ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ K â ýòîé ðàáîòå è ó íàñ ðàçëè÷àþòñÿ, ïî-
ýòîìó íèæå ïðèâîäÿòñÿ äàííûå èç ðàáîòû [17], ïåðåñ÷èòàííûå ê íàøåé
ìîäåëè.
Ïî ôîðìóëå (3.6) ñ  = 1 è f0 = 2= (ñì. (2.5)) èìååì D=1(K) =
0:84K2:5, òîãäà êàê ïîëó÷åííûé â [17] ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò (ïîñëå ïåðå-
ñ÷åòà) ðàâåí
D1(K) = A1KB1 = CDD=1(K); A1 = 0:568 0:0034; B1 = 2:494 0:0008;
(4:1)
ãäå ïîïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò ê ñêîðîñòè äèôôóçèè CD = 0:68. Â äàëü-
íåéøåì ìû ïðèíèìàåì B1 = 2:5, òàêæå êàê ýòî ñäåëàëè àâòîðû [17] ïðè
ñðàâíåíèè ñî ñâîåé òåîðèåé.
Ïîïðàâêà CD ê íàøåé òåîðåòè÷åñêîé îöåíêå íåâåëèêà, îäíàêî îíà
î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò ïîêàçàòåëÿ ãëàäêîñòè . Îáñóäèì ýòî íà ïðèìå-
ðå  = 2. Èç (3.6) èìååì D=2(K) = 1199K5, à íàø ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò
(ñì. (5.1) è ðèñ.2 íèæå) D2(K)  0:8K5. Ñðàâíåíèå ýòèõ ÷èñåë äàåò ïî-
ïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò CD = 6:710−4 (!), ÷òî ëèøàåò åãî êàêîãî-ëèáî
ðàçóìíîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.
Âñå äåëî îêàçûâàåòñÿ â òîì, ÷òî ãëàâíîå ïðèáëèæåíèå ïðè ïîñòðî-
åíèè îöåíîê ñâÿçàíî íå íåïîñðåäñòâåííî ñî ñêîðîñòüþ äèôôóçèè D, à
ñ ïðîìåæóòî÷íûì ðåçóëüòàòîì ïðè ôîðìóëèðîâêå óñëîâèÿ ïåðåêðûòèÿ
ðåçîíàíñîâ (3.1),(3.2). Â òàêîì âèäå ýòî óñëîâèå âñåãäà ïåðåîöåíèâàåò ýô-
ôåêò ïåðåêðûòèÿ, ïîñêîëüêó â íåãî âõîäÿò ìàêñèìàëüíûå øèðèíû ñåïà-
ðàòðèñ ðåçîíàíñîâ, òîãäà êàê íà äåëå ñåïàðàòðèñû ìîãóò èìåòü âçàèìíûå
ñäâèãè ïî ôàçå. Äëÿ ó÷åòà ýòîãî âàæíîãî îáñòîÿòåëüñòâà ñëåäóåò âìåñòî
CD ââåñòè äðóãóþ ïîïðàâêó Cs â âèäå
P = Cs > 1 : (4:2)
Ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà ñ ïîïðàâêîé CD â (4.1) ñîñòîèò â òîì, ÷òî íîâàÿ
ïîïðàâêà Cs âîçâîäèòñÿ â íåêîòîðóþ ñòåïåíü, êîòîðàÿ çàâèñèò îò  è













Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òåïåðü CD  1 äëÿ îáñóæäàåìîãî ñëó÷àÿ  = 2,
äîñòàòî÷íî âçÿòü Cs  2:84 (ñì. (5.1)), ÷òî ïîêàçûâàåò âûñîêóþ ýôôåê-
òèâíîñòü òàêîãî ñïîñîáà ââåäåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ïîïðàâêè â îöåíêè ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû.
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Îäíàêî, äëÿ äðóãîãî çíà÷åíèÿ  = 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîïðàâêà çíà-
÷èòåëüíî ìåíüøå: Cs  1:2. Ïðè÷èíà ýòîãî êðîåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå â
òîì, ÷òî ïðè  = 1 ñïåêòð âîçìóùåíèÿ ñîäåðæèò âñå ãàðìîíèêè, òîãäà
êàê ïðè  = 2 îñòàþòñÿ òîëüêî íå÷åòíûå ãàðìîíèêè. Â ðåçóëüòàòå ñóììà
(3.2) óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà. Ýòîò äîïîëíèòåëüíûé ýôôåêò ëåãêî ó÷åñòü
â (4.3) çàìåíîé Cs ! 2Cs. Íåîáõîäèìàÿ âåëè÷èíà ïîïðàâêè äëÿ  = 2
ñíèæàåòñÿ ïðè ýòîì ñ 2.84 äî 1.42 ÷òî óæå ñîâñåì áëèçêî ê óêàçàííîìó
âûøå çíà÷åíèþ Cs  1:2 äëÿ  = 1.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè ñ d = 0 ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ.1 âìåñòå ñ íàéäåííîé â [17] ïîäãîíî÷íîé ïðÿìîé (4.1), êî-
òîðàÿ òàêæå íåïëîõî îïèñûâàåòñÿ íàøåé ïðîñòîé òåîðèåé (4.3) ñ íåáîëü-
øîé ïîïðàâêîé Cs = 1:2. Îáà âûðàæåíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýìïèðè-
÷åñêèìè äàííûìè âïëîòü äî K  1, ãäå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ðåæèìó
(3.10).
Ðèñ. 1: Ñêîðîñòü äèôôóçèè D(K) â ìîäåëè (2.2) ñ ïàðàìåòðîì d = 0
(áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ): äàííûå [17] (òî÷êè); íàøè äàííûå (êðóæêè),
ñðåäíåå ïî 250 òðàåêòîðèÿì ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïî
t0 = 4107 èòåðàöèé êàæäàÿ. Ñïëîøíàÿ ïðÿìàÿ - ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü
(4.1), ïóíêòèðíàÿ - ïðåäåëüíûé ðåæèì (3.10).
Â [17] ÷èñëåííûå äàííûå ñðàâíèâàëèñü ñ âåñüìà ñëîæíîé òåîðèåé
àâòîðîâ, êîòîðàÿ òàêæå îñíîâàíà íà êîíöåïöèè ïåðåêðûòèÿ ðåçîíàíñîâ
(òî÷íåå, èõ ðàçðóøåííûõ ñåïàðàòðèñ), íî ïðåòåíäóåò íà òî÷íûå ðåçóëü-
òàòû, à íå ïðîñòî îöåíêè ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîé òå-
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îðèè íåò íèêàêèõ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ, îäíàêî ôàêòè÷åñêè äîñòèã-
íóòàÿ ñ åå ïîìîùüþ òî÷íîñòü íåâåëèêà ( 10%, ñì. ðèñ.2 â [17]). Áîëåå
òîãî, ýòà òåîðèÿ îòíîñèòñÿ íà ñàìîì äåëå ê êà÷åñòâåííî äðóãîé ìîäåëè
ñ àíàëèòè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì, ïîñêîëüêó â åãî Ôóðüå-ðàçëîæåíèè
âñåãäà ñîõðàíÿåòñÿ (ïî íåîáõîäèìîñòè !) ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ãàðìîíèê
n. Òàêîå "îáðåçàíèå"ñïåêòðà ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì õàðàêòåðíîãî
äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñèñòåì ïîðîãà âîçíèêíîâåíèÿ ãëîáàëüíîé äèôôóçèè,
÷òî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðèè â íàèáîëåå èíòåðåñíîé îáëà-
ñòè ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà K<Kc(n). Â ïðèìåðå [17] (ñì. òàì ðèñ.2)
nc = 21 è Kc  0:02 (â íàøåé íîðìèðîâêå). Ïî ìåõàíèçìó ýòî ïîõîæå
íà îãðàíè÷åíèå êðèòè÷åñêîé ãàðìîíèêè (3.5) â íàøåé òåîðèè, îäíàêî ó
íàñ ýòî îãðàíè÷åíèå îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìÿã÷å. Òàê, ïðè nc = 21 è
Cs = 1:2 ìèíèìàëüíîå





 0:002 ; (4:4)
ò.å. íà ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì â [17].
Ïåðåéäåì òåïåðü ê íàèáîëåå èíòåðåñíîé ÷àñòè íàøèõ èññëåäîâàíèé,
êîãäà ïàðàìåòð ïåðåêîñà ìîäåëè (2.2) d 6= 0. Â ðàáîòå [9] äîêàçàíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ KB, ÷òî
ïðè K > KB (ãëîáàëüíûõ) èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ â ñèñòåìå íåò. Òî÷íîå




; 0 < d < 1 : (4:5)
Ñîãëàñíî [9-15], èìååòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñïåöè-
àëüíûõ çíà÷åíèé K  KB, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå â óñëîâèÿõ ñèëüíîãî
ëîêàëüíîãî õàîñà îáðàçóþòñÿ èíâàðèàíòíûå êðèâûå.
Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ áîëüøå âñåãî èíòåðåñóåò íàñ çäåñü: êàê
ñèëüíî íàëè÷èå ýòèõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ áóäåò ïîäàâëÿòü ãëîáàëüíóþ
äèôôóçèþ ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ K íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìåðà
ìíîæåñòâà ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà, êàê è âåðîÿòíîñòü
ñëó÷àéíîãî ïîïàäàíèÿ â íåãî, ðàâíû íóëþ?
5 Ïîäàâëåíèå äèôôóçèè "âèðòóàëüíûìè"
èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè
Ðàññìîòðèì ïðåæäå âñåãî íàèáîëåå èññëåäîâàííûé ïðèìåð ñåìåéñòâà
(2.2) ñ ïàðàìåòðîì ïåðåêîñà d = 1=2, äëÿ êîòîðîãî ðåçóëüòàòû íàøèõ
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 2,3.
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Ðèñ. 2: Ïðèìåð äèôôóçèè â ãëàäêîì îòîáðàæåíèè ñ èíâàðèàíòíûìè êðè-
âûìè íóëåâîé ìåðû: ìîäåëü (2.2) ñ ïàðàìåòðîì d = 1=2; 50 òðàåêòîðèé;
âðåìÿ ñ÷åòà t0 = 2:5  106. Ñïëîøíàÿ ïðÿìàÿ - D2 = 0:8K5 ïî (5.1).
Ïóíêòèðíàÿ ïðÿìàÿ - ïðåäåëüíûé ðåæèì (3.10).
Ðèñ. 3: Ðàñòÿíóòîå ïî K èçîáðàæåíèå ÷àñòè îáëàñòè ôðàêòàëüíîé äèô-
ôóçèè ñ èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè íà ðèñ.2. Ïàðàìåòðû ñ÷åòà òå æå êðîìå
âðåìåíè ñ÷åòà t0 = 4107 äëÿ áîëüøèíñòâà òî÷åê. Äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ,
âêëþ÷àÿ è êðàéíþþ ëåâóþ ñ K = 0:294, âðåìÿ ñ÷åòà t0 = 109. Ãëàäêàÿ
êðèâàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà, ïîñòðîåííàÿ ïî (5.5), àïïðîêñèìèðóåò
ãðàíèöó îñíîâíîé äèôôóçèîííîé îáëàñòè.
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Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé âåñü èíòåðâàë ñ÷åòà ïî âðåìåíè ðàçáè-
âàëñÿ íà ÷åòûðå ðàâíûõ ÷àñòè è âåëè÷èíà ñêîðîñòè äèôôóçèè âûäàâà-
ëàñü â êîíöå êàæäîé èç íèõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íà ðèñóíêàõ 2-5 êàæäîìó
çíà÷åíèþ K îòâå÷àþò â îáùåì ñëó÷àå ÷åòûðå òî÷êè. Èõ ðàñïîëîæåíèå
ïî âåðòèêàëè ïîçâîëÿåò îòëè÷èòü äèôôóçèîííûé ñëó÷àé îò íåäèôôóçè-
îííîãî. Äëÿ ïîñëåäíåãî õàðàêòåðíî óáûâàíèå ñêîðîñòè äèôôóçèè ïî âðå-
ìåíè, ÷òî ïðèâîäèò êî âçàèìíîìó "ðàçáåãàíèþ"ýòèõ òî÷åê. Â äèôôóçè-
îííîì ñëó÷àå ðàçáðîñ òî÷åê õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé
ñêîðîñòè äèôôóçèè. Â îáëàñòè áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ ýòà òî÷íîñòü
âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíà ( 10%) êàê è äëÿ d = 0. Îäíàêî â îáëàñòè
ñ (âèðòóàëüíûìè) èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè è âáëèçè íåå (ïðè K  KB)
îøèáêà óâåëè÷èâàåòñÿ è äîñòèãàåò èíîãäà ôàêòîðà 2. Òàêîãî æå ïîðÿä-
êà è ñèñòåìàòè÷åñêîå óìåíüøåíèå ñðåäíåé ñêîðîñòè äèôôóçèè çà ñ÷åò
íåýðãîäè÷íîñòè äâèæåíèÿ â ýòîé îáëàñòè. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê îáðàçî-
âàíèþ óñòîé÷èâîé êîìïîíåíòû äâèæåíèÿ î÷åíü ñëîæíîé ñòðóêòóðû (òàê
íàçûâàåìàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ñì. íàïðèìåð, [5]). Ïîêà ÷òî íàì íå
óäàëîñü ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè äèôôó-
çèè, îäíàêî íàì êàæåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ äàííûõ îá îáùåé
ñòðóêòóðå äèôôóçèè â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ýòîãî äîñòàòî÷íî.
Çíà÷åíèå d = 1=2 åäèíñòâåííîå (êðîìå ïðåäåëüíîãî d = 0), êîãäà åùå
âîçìîæíî óïðîùåíèå jfnj = const â (3.2), êîòîðîå ñóùåñòâåííî îáëåã÷à-
åò òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ÷èñëåííûõ äàííûõ. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (4.3)
ïðèìåíèìî ñ jfnj = 8=2 äëÿ íå÷åòíûõ ãàðìîíèê è fn = 0 äëÿ ÷åòíûõ ïðè
 = 2 è ïîïðàâêîé Cs = 2:84 (ñì. (2.4) è ïðåäûäóùèé ðàçäåë), íî òîëüêî â
îáëàñòè áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ è ñïðàâåäëèâî â âåñüìà îãðàíè÷åííîì
èíòåðâàëå ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ (ñì. ðèñ.2):
D2(K) = 0:8K5 ; 0:4 <K < 0:8 : (5:1)
Âåðõíÿÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü õîðîøî èçâåñòíûì ïåðåõîäîì ê ïðå-
äåëüíîìó ðåæèìó äèôôóçèè áåç êîððåëÿöèé (3.10). Ñóùåñòâåííî íîâûì
ýëåìåíòîì äèôôóçèîííîé êàðòèíû ÿâëÿåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà, ñâÿçàí-
íàÿ, î÷åâèäíî, ñ ïîÿâëåíèåì èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ, êîòîðûå è ïîäàâëÿ-











Îäíàêî ñèëüíîå ïîäàâëåíèå äèôôóçèè (êàê ýòî õîðîøî âèäíî èç ðèñóí-
êîâ 2,3) íà÷èíàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ðàíüøå, ò.å. â îáëàñòè (ïî K), ãäå èí-
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âàðèàíòíûõ êðèâûõ ôàêòè÷åñêè íåò! Îòñþäà íàø íîâûé òåðìèí "âèð-
òóàëüíàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ". Èíûìè ñëîâàìè, êàæäàÿ ðåàëüíàÿ èí-
âàðèàíòíàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ ïðè íåêîòîðîì òî÷íî îïðåäåëåí-
íîì ñïåöèàëüíîì çíà÷åíèè K = K0, íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâåííî èñêàæàåò
ñòðóêòóðó ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìû â íåêîòîðîé êîíå÷íîé îêðåñòíî-
ñòè K0.
Âïåðâûå äëÿ ñèñòåìû (2.2) ñ d = 1=2 äèôôóçèÿ â îêðåñòíîñòè åäèí-
ñòâåííîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé  íåðàçðóøåííîé ñåïàðàòðèñû öåëîãî ðå-
çîíàíñà, îáðàçóþùåéñÿ ïðè K = K0 = 1=8 - èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå [13].
Ïåðâîå, ÷òî çäåñü áûëî îáíàðóæåíî - ðåçêàÿ íåñèììåòðèÿ ïðè K > K0 è
ïðè K < K0.
Ïðè K > K0 ñåïàðàòðèñà íà÷èíàåò ïðîïóñêàòü äðóãèå òðàåêòîðèè, íî
ñðåäíåå âðåìÿ (÷èñëî èòåðàöèé) < Tc > ïðîõîæäåíèÿ ðåçîíàíñà çàâèñèò
îò âåëè÷èíû ðàññòðîéêè K −K0 > 0. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ýòîé çàâèñèìîñòè
â èíòåðâàëå 1:25  10−7  K −K0  1:25  10−5, ãäå íåò äðóãèõ èíâàðèàíò-
íûõ êðèâûõ, áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå èçìåðåíèÿ. Â îáëàñòè ìåæäó
äâóìÿ ñîñåäíèìè öåëûìè ðåçîíàíñàìè (ñì. ðèñ.4 â [13]) çàïóñêàëîñü 100
ñëó÷àéíûõ õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ôèêñèðîâàëîñü âðåìÿ Tc ïåðâîãî
ïîÿâëåíèÿ êàæäîé èç íèõ â îáëàñòÿõ ëèáî íèæå íèæíåãî, ëèáî âûøå
âåðõíåãî ðåçîíàíñîâ. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ñðàâíåíèÿ ýòèõ äàííûõ ñ ðåçóëü-
òàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû ïðèâîäèì íèæå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè
äèôôóçèè :
Dc(K)  1= < Tc >= 0:089 (K −K0)1:193 ; K > K0 = 18 : (5:3)
Îòíîøåíèå Fex = D2(K)=Dc(K), ãäå D2(K), ñîãëàñíî (5.1), îïðåäåëÿåò
ñêîðîñòü äèôôóçèè â ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ â ñèñòåìå èíâà-
ðèàíòíûõ êðèâûõ, ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé ïîäàâëåíèÿ äèôôó-
çèè. Íàïðèìåð, âî âñåì îáñëåäîâàííîì äèàïàçîíå K−K0 ýòîò êîýôôèöè-
åíò èçìåíÿåòñÿ îò 40000 äî 200 ðàç, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î çíà÷èòåëüíîì
ïîäàâëåíèè äèôôóçèè (ñì. òàêæå ðèñ.2 è 3).
Çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì îïðåäåëåííîå ñõîäñòâî ôîðìóëû (5.3) è ôîð-
ìóëû (5.5) äëÿ ãðàíèöû îñíîâíîé äèôôóçèîííîé îáëàñòè, ê êîòîðîìó ìû
åùå âåðíåìñÿ íèæå.
Ïðè K < K0 è ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ñåïàðàòðèñå îáíàðóæèëîñü ìíî-
ãî ãóñòî ðàñïîëîæåííûõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ, íàëè÷èå êîòîðûõ ñäåëà-
ëî ïðàêòè÷åñêè íåâûïîëíèìûìè èçìåðåíèÿ âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ðåçî-
íàíñà. Âîïðîñ î äèôôóçèè â ýòîé îáëàñòè îñòàëñÿ áåç îòâåòà.
Âñå ýòè äîâîëüíî ïðîñòûå íàáëþäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì è íàèáîëåå
çíà÷èòåëüíûìè, ïîñêîëüêó îíè îïðåäåëåííî óêàçûâàþò íà òî, ÷òî íóëå-
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âàÿ ìåðà ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ è äàæå èõ êîíå÷íàÿ ïëîò-
íîñòü íå ïðåïÿòñòâóþò ñèëüíîìó ïîäàâëåíèþ äèôôóçèè â ðàññìàòðèâà-
åìîé ìîäåëè.
Ñëåäóþùèì èíòåðåñíûì è âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåí-
íàÿ îöåíêà ïîäàâëåíèÿ äèôôóçèè. Ïîëíîå ïîäàâëåíèå âîçìîæíî, ïî-
âèäèìîìó, ëèøü ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ K0, ò.å. òîëüêî äëÿ ðåàëü-
íûõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ. Â îáùåì ñëó÷àå âñå çàâèñèò îò èõ ñòðóêòóðû
â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (K; d). Ñòðóêòóðà ýòà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ î÷åíü ñëîæíîé è ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ôðàêòàëüíîé. Â ÷àñòíî-
ñòè, îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ è öåëûå îáëàñòè êîíå÷íîé øèðèíû áåç èíâà-
ðèàíòíûõ êðèâûõ. Îäíà èç òàêèõ îáëàñòåé 0:2295 < K < 0:2500 áûëà
ïðåäñêàçàíà â [9] è õîðîøî âèäíà ñëåâà íà ðèñ.2. Íà ãðàíèöàõ ýòîé îáëà-
ñòè ñêîðîñòü äèôôóçèè ðåçêî óáûâàåò, òàêæå êàê è íà îñíîâíîé ãðàíèöå
K = 1=3 (5.2) è ýòî ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ äèôôóçèè äàæå â ìàêñèìóìå.




 14 : (5:4)
Çäåñü Dmax  4:6  10−5 - ìàêñèìàëüíàÿ èçìåðåííàÿ ñêîðîñòü äèôôóçèè
âáëèçè öåíòðà îáëàñòè Kmax  0:24, à D2(Kmax)  6:4 10−4  îæèäàåìàÿ
òàì æå ñîãëàñíî (5.1) ñêîðîñòü â ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ â
ñèñòåìå èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ.
Ãðóáóþ îöåíêó Fex ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñðàâíåíèÿ ãðàíèöû ýòîé îá-
ëàñòè ñ îñíîâíîé ãðàíèöåé DB(K), êîòîðàÿ ïî äàííûì ðèñ.2 óäîâëåòâî-
ðèòåëüíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ âûðàæåíèåì âèäà (ñëåâà îò ñòðåëêè)
DB(K)  12(K − 1=3)
3=2 ! Db(K)  12(K − Kb)
3=2 : (5:5)
Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîäòâåðæäåò åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî êðèòè÷åñêîå ÷èñëî KB ïî (4.5), ÿâëÿþùååñÿ ïîãðàíè÷íûì äëÿ îñíîâ-
íîé îáëàñòè áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ, ñîâïàäàåò (èëè áëèçêî) ñ òî÷êîé
KD íà ãðàíèöå DB(KD) = 0 îñíîâíîé äèôôóçèîííîé îáëàñòè.
Ïîìèìî ýòîãî ìû äåëàåì ïðåäïîëîæåíèå (êîòîðîå òàêæå ïðåäñòîèò
ïðîâåðèòü), ÷òî ãðàíèöû âñåõ äèôôóçèîííûõ îáëàñòåé âåäóò ñåáÿ ïîäîá-
íûì îáðàçîì è ïîòîìó âûðàæåíèå â (5.5) ñïðàâà îò ñòðåëêè ïðèìåíèìî
ê ëþáîé îáëàñòè áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ ñ ëåâîé ãðàíèöåé Kb.
Èç (5.5) íàõîäèì
Fth  2 D2(1=3)
Db(Kmax)
 13 : (5:6)
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Çäåñü ìíîæèòåëü 2 õàðàêòåðèçóåò èíòåðôåðåíöèþ äâóõ ãðàíèö îáëàñòè,
êîòîðàÿ óñèëèâàåò ïîäàâëåíèå äèôôóçèè, Kb  0:23 è Kmax  0:24  ëå-
âàÿ ãðàíèöà è öåíòð èññëåäóåìîé îáëàñòè, Db(Kmax)  5  104  äèôôó-
çèÿ â öåíòðå îáëàñòè, ïîëó÷åííàÿ èç óðàâíåíèÿ ãðàíèöû (5.5). Íàêîíåö,
D2(1=3)  3:28 10−3  âû÷èñëåííàÿ ïî (5.1) äèôôóçèÿ íà ãðàíèöå îñíîâ-
íîé îáëàñòè â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ (ìû ïðå-
íåáðåãëè çäåñü ìàëîé ïîïðàâêîé Kmax −Kb è âçÿëè òî÷íî K = 1=3).
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîâïàäåíèå èçìåðåííîé (5.4) è òåîðåòè-
÷åñêîé (5.6) âåëè÷èí î÷åíü õîðîøåå, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííîå âûøå
ïðåäïîëîæåíèå î ïîäîáèè ãðàíèö äèôôóçèîííûõ îáëàñòåé. Åñëè, ïî àíà-
ëîãèè ñ (4.1), ââåñòè ïîïðàâî÷íûé ýìïèðè÷åñêèé ôàêòîð CF = Fex=Fth 
1:1, òî îí îêàçûâàåòñÿ óäèâèòåëüíî áëèçêèì ê åäèíèöå. Îäíàêî îòìå-
òèì ñðàçó, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ (5.5) ãîäèòñÿ òîëüêî äëÿ d = 1=2 (ñì.
íèæå), à åå ïðèëîæåíèå ê óçêèì äèôôóçèîííûì îáëàñòÿì ñïðàâåäëèâî,
ïî-âèäèìîìó, ëèøü âáëèçè îñíîâíîé ãðàíèöû.
Âíîâü ïîä÷åðêíåì óæå îòìå÷àâøååñÿ âûøå ñõîäñòâî çàâèñèìîñòåé
(5.3) äëÿ ñêîðîñòè äèôôóçèè Dc(K) âáëèçè îäíîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé
è (5.5) äëÿ ãðàíèöû DB(K) îñíîâíîé îáëàñòè: îíè îáå íå òîëüêî ñòåïåí-
íûå, íî è ïîêàçàòåëè èõ ñòåïåíåé ðàçëè÷àþòñÿ íå ñèëüíî. Ýòî ðàçëè÷èå,
âîçìîæíî, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî (5.3) âû÷èñëÿëàñü ïðè K = 1=8, à (5.5) ïðè
K = 1=3.
Íà ðèñ.2 âèäíû òàêæå è íåñêîëüêî äðóãèõ áîëåå óçêèõ äèôôóçèîííûõ
îáëàñòåé. Â óâåëè÷åííîì âèäå îíè ïîêàçàíû îòäåëüíî íà ðèñ.3, ïðè÷åì
ýìïèðè÷åñêèå òî÷êè ñîåäèíåíû ëîìàíîé ëèíèåé, êîòîðàÿ ïîìîãàåò ðàç-
ëè÷èòü áëèçêèå óçêèå îáëàñòè. Â öåíòðàõ ýòèõ îáëàñòåé áåç èíâàðèàíò-
íûõ êðèâûõ äèôôóçèÿ òàêæå ïîäàâëåíà òåì ñèëüíåå, ÷åì óæå îáëàñòü.
Äëÿ 17 îáëàñòåé, êîòîðûå óäàëîñü ðàçëè÷èòü, áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñ-
ëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (5.4)-(5.6) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî
âûøå. Ñâîäíûå äàííûå ïðèâåäåíû â òàáëèöå, êóäà âêëþ÷åíû òàêæå èç-
ìåðåííûå ïîïðàâî÷íûå ìíîæèòåëè CF = Fex=Fth. Â ïîñëåäíåé êîëîíêå
òàáëèöû ïîìåùåíû øèðèíû îáëàñòåé, âû÷èñëåííûå ïî (5.5) ïðè äîïîë-
íèòåëüíîì òðåáîâàíèè îáåñïå÷èòü ðàâåíñòâî CF  1. Ñîãëàñèå ñ ýìïèðè-
÷åñêîé îöåíêîé çäåñü çíà÷èòåëüíî õóæå, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ïî-âèäèìîìó
òðóäíîñòüþ îïðåäåëåíèÿ øèðèíû óçêîé îáëàñòè K ïðè îãðàíè÷åííîì
÷èñëå ïðîñ÷èòàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ K (ñì. íèæå).
Ïîäàâëåíèå äèôôóçèè ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïåðåêîñà
d ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ.4. Áðîñàåòñÿ â ãëàçà ïîäîáèå çàâèñèìîñòè D(K)
ïðè ðàçíûõ d, ÷òî ïîðîæäàåò íàäåæäó íà âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü åäèíîå
îïèñàíèå äèôôóçèè â íåêîòîðûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ.
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Òàáëèöà. Ïàðàìåòðû äèôôóçèîííûõ îáëàñòåé íà ðèñ.3
Kmax Dmax Fex CF 100 K 100  K
0:3322 9:9  10−7 3:26  103 1:99  100 0:080 0:051
0:3309 4:0  10−6 7:93  102 1:30  100 0:155 0:130
0:3282 1:0  10−8 3:05  105 1:20  102 0:060 0:003
0:3270 5:0  10−8 5:98  104 1:85  101 0:051 0:007
0:3240 1:1  10−5 2:60  102 1:65  100 0:382 0:274
0:3216 2:0  10−6 1:38  103 1:15  100 0:099 0:090
0:3204 1:0  10−7 2:70  104 5:58  100 0:039 0:012
0:3196 8:0  10−7 3:34  103 1:73  100 0:072 0:050
0:3178 2:0  10−6 1:30  103 4:01  10−1 0:051 0:094
0:3163 1:0  10−6 2:53  103 1:84  100 0:090 0:060
0:3146 4:0  10−7 6:16  103 1:58  100 0:045 0:033
0:3139 8:0  10−7 3:05  103 7:81  10−1 0:045 0:053
0:3130 5:0  10−8 4:81  104 2:04  101 0:063 0:008
0:3043 4:0  10−5 5:22  101 1:59  100 1:090 0:798
0:2978 3:0  10−7 6:25  103 4:05  10−1 0:018 0:033
0:2960 2:5  10−6 7:27  102 3:22  100 0:301 0:138
0:2941 4:3  10−7 4:06  103 2:00  10−1 0:0150 0:044
Ïîÿñíåíèÿ ê òàáëèöå: Kmax,Dmax - ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ è ñêîðîñòü äèôôó-
çèè â öåíòðå îáëàñòè; Fex - èçìåðåííûé ôàêòîð ïîäàâëåíèÿ äèôôóçèè òàì
æå; CF = Fex=Fth - èçìåðåííîå çíà÷åíèå, ãäå Fth âû÷èñëÿëñÿ ïî ôîðìóëå (5.6);
K - èçìåðåííàÿ øèðèíà îáëàñòè; K - øèðèíà, ïåðåñ÷èòàííàÿ ïî (5.5) ïðè
äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè îáåñïå÷èòü ðàâåíñòâî CF ≡ 1.
Â ïðåäïîëîæåíèè KD  KB (ñì. âûøå) äëÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû
ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ K eñòåñòâåííî ïðèíÿòü




Íàõîæäåíèå âòîðîé áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé D ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè
òðóäíîñòÿìè èç-çà òîãî, ÷òî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè D(K) ïîëó-
÷èòü íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå jfnj 6= const (ñì. ðàçäåë 3).
Îäíàêî ïðèáëèæåííî ýòî âîçìîæíî ïðè óñëîâèè, ÷òî àðãóìåíò ñèíóñà â
(2.4) ìàë. Òîãäà sin (nd)  nd è (ñì. (2.3))
jfnj  nf0 ; f0  2

;  = 1 (5:8)
Âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü D(K) ïðè d  1 ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ æå, êàê è â
ïðåäåëå d = 0.
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Ðèñ. 4: Îáùàÿ êàðòèíà äèôôóçèè â ìîäåëè (2.2) ïðè 7 çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà ïåðåêîñà d = 0:004; 0:008; 0:02; 0:3; 0:4; 0:5; 0:6 (ñëåâà íàïðàâî).
×èñëî òðàåêòîðèé îò 50 äî 250, âðåìÿ ñ÷åòà t0 = 2:5 106 èòåðàöèé. Íà-
êëîííàÿ ïðÿìàÿ - âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñêîðîñòè äèôôóçèè (4.1), ñì. òàêæå
ðèñ.5 è òåêñò.
Ðèñ. 5: Òî æå, ÷òî íà ðèñ.4 äëÿ 3 íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
d = 0:004; 0:008; 0:02 â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ (5.7) è (5.15), ëîãà-
ðèôì äåñÿòè÷íûé. Êðèâàÿ - ýìïèðè÷åñêàÿ àïðîêñèìàöèÿ îñíîâíîé ãðà-
íèöû äèôôóçèè (5.16). Íàêëîííûå ïðÿìûå ïîêàçûâàþò àñèìïòîòèêè
äèôôóçèè áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ: ñïëîøíàÿ - (4.1) ñ  = 1, ïóíê-
òèðíàÿ - (5.13) ñ  = 2 â ïðèáëèæåíèè (5.14).
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Ýòî ïðèáëèæåíèå (à çíà÷èò è àñèìïòîòèêà (4.1)) ñïðàâåäëèâî ïðè (ñì.







KB  3KB (5:9)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè îáðàòíîì íåðàâåíñòâå (ncd>1; d  1;  = 2)




pj sin (nd)j, ââåäåì íîâûé ïàðàìåòð
S0 = h
p
j sin (nd)j i  0:76 (5:10)





;  = 2 (5:11)






 2:6 d2  1:3KB < K1 (5:12)
Ïðè ýòîì
D(K)  A2 K5 ; A2  A1
K2:5cr
(5:13)
ãäå çíà÷åíèå A1 áåðåòñÿ èç (4.1), à Kcr - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ àñèì-
ïòîòèê: (5.13) è (4.1). Ïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè íåèçâåñòíî è íåÿñíî, êàê åãî
îïðåäåëÿòü, ïîñêîëüêó ïðè d  1 (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ d = 1=2 íà ðèñ.2)
îáëàñòü äèôôóçèè ñ  = 2 ïðîñòî îòñóòñòâóåò. Âìåñòå ñ òåì, îáå ãðàíèöû
K1 è K2 äîñòàòî÷íî áëèçêè ê KB è ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ àáñöèññû òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîòèê ìû ïðèáëèæåííî ïðèíèìàåì
Kcr  KB : (5:14)
Â òàêîì ïðèáëèæåíèè âòîðóþ áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ ñ ó÷åòîì (5.7)







Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïåðåìåííûå (5.7) è (5.15) ãîäÿòñÿ òîëüêî äëÿ d  1, ïî-
êà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòûìè àñèìïòîòèêàìè (4.1) è (5.13). Îäíàêî
îáùàÿ êàðòèíà ïîäîáèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è äî d  1, íî íå äëÿ d ! 1.
Äëÿ òðåõ çíà÷åíèé d  1 äàííûå íàøèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ â
áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïîêàçàíû íà ðèñ.5 âìåñòå ñ äâóìÿ àñèìïòîòè-
êàìè (4.1) è (5.13). Ãëàäêàÿ êðèâàÿ, êîòîðóþ ñ òðóäîì ìîæíî ïðîñëåäèòü
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â ïëîòíîé ñèñòåìå òî÷åê, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàéäåííóþ íàìè ÷èñòî ýì-







Dl = lg(D=A1) ; Kl = lg K ;
çàïèñàííóþ â äåñÿòè÷íûõ ëîãàðèôìàõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ.
Â ýòîì ñîîòíîøåíèè èñïîëüçîâàíû áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå (4.5) è
(5.15), êîòîðûå óæå ñîäåðæàò â ñåáå ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå êðè-
òè÷åñêîãî ÷èñëà KB è òî÷êè KD íà ãðàíèöå îñíîâíîé äèôôóçèîííîé
îáëàñòè. Ïðåäâàðèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû (ñì. ðèñ.3-5) ïîêàçûâàþò, ÷òî
ýòî ïðåäïîëîæåíèå äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ
((KD − KB)=KB <10−3). Îäíàêî èíòåðåñíûé âîïðîñ î òî÷íîì ðàâåíñòâå
ýòèõ ïàðàìåòðîâ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
Â [9] áûëà ÿâíî íàéäåíà ëèøü îäíà îáëàñòü áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ
(ñì. âûøå) è âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî òàêèõ îáëàñòåé áåcêîíå÷íî
ìíîãî ïðè K ! 0. Íàøè ðåçóëüòàòû (ðèñ.3) ÿñíî ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî òàêèõ îáëàñòåé èìååòñÿ è íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè îñíîâíîé ãðàíèöû
äèôôóçèè. Âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà òàêèõ îáëàñòåé, ñâÿ-
çàííàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè äèôôóçèè ïî ïàðàìåòðó âîçìóùåíèÿ
K è, ñîîòâåòñòâåííî, ñ åå ïîäàâëåíèåì âèðòóàëüíûìè èíâàðèàíòíûìè
êðèâûìè.
Ìû ïðîâåëè ñòàòèñòè÷åñêóþ îáðàáîòêó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âåëè÷èí
êîýôôèöèåíòà ïîäàâëåíèÿ äèôôóçèè Fex äëÿ N = 134 çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà K â èíòåðâàëå 0:293 < K < 0:333 øèðèíîé âñåãî   0:04 (ñì.
ðèñ.3). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (Fex)
ïðè ñòîëü áåäíîé ñòàòèñòèêå âåñüìà ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ñïå-
öèàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ "ïëàâàþ-
ùåé"øèðèíîé ÿ÷åéêè (ñì. [18] è ññûëêè òàì). Îáû÷íî òàêîé ìåòîä íàçû-
âàåòñÿ òàêæå "óïîðÿäî÷åííàÿ ñòàòèñòèêà ðåäêèõ ñîáûòèé"(rank-ordering
statistics of extreme events). Ýòîò ýôôåêòèâíûé ìåòîä áûë âïåðâûå ïðåä-
ëîæåí â 1949 ã. è èñïîëüçîâàëñÿ â èññëåäîâàíèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëèí-
ãâèñòèêå [19]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðàñïîëîæèòü âñå çíà-
÷åíèÿ Fex(n); n = 1; 2::N â íèñõîäÿùåì ïîðÿäêå: Fex(n + 1) < Fex(n) è
òîãäà èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèáëèæåííî ðàâíî
P (Fex)  n
N
; n = 1; 2; :::N : (5:17)
Ïîëó÷åííîå òàêèì ïðîñòûì ñïîñîáîì ðàñïðåäåëåíèå èçîáðàæåíî íà
ðèñ.6. Íàèáîëåå èíòåðåñíîé åãî îñîáåííîñüþ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ìåä-
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Ðèñ. 6: Ïåðâûå ýìïèðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî ñòàòèñòèêå êîýôôèöèåíòà
ïîäàâëåíèÿ äèôôóçèè Fex (5.4) âèðòóàëüíûìè èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè
ïî äàííûì íàøèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ.3
(d = 1=2). Íàêëîííàÿ ïðÿìàÿ - èíòåãðàëüíîå ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå
(5.18). Ïîëíîå ÷èñëî òî÷åê (çíà÷åíèé Fex) ðàâíî 134, èç êîòîðûõ 100
ëåæàò â îñíîâíîì èíòåðâàëå Fex < 3 105 (ñì. òåêñò).
ëåííîå óáûâàíèå âåðîÿòíîñòè ñèëüíîãî ïîäàâëåíèÿ äèôôóçèè:
P (Fex)  2
F 0:15ex
; 100 < Fex < 3 105 = Fmax(t0) (5:18)
Çäåñü ëåâàÿ ãðàíèöà ñâÿçàíà ñ î÷åíü ìàëûì èññëåäîâàííûì èíòåðâàëîì
K øèðèíîé âñåãî   0:04. Áûñòðîå ïàäåíèå âåðîÿòíîñòè P (Fex) ïðè
Fex > 3  105 îáúÿñíÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì âðåìåíåì ñ÷åòà (t0 = 4  107).
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíûå îñöèëëÿöèè p  K  0:3, òî




 10−9 ; (5:19)
÷òî õîðîøî ñîâïàäàåò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íà ðèñ.3. Ïðè
ìåíüøèõK ýòîò ìèíèìóì óáûâàåò âïëîòü äîD  10−17 ïðèK  310−5,
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t0 = 4  108 (ñì. ðèñ.4 âûøå). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè òàêîì ìåä-
ëåííîì óáûâàíèè âåðîÿòíîñòè (5.18) êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå Fex, òàê è åãî
äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì Fmax, è ðàñõîäÿòñÿ ïðèìåðíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíî t0 !1 (ñì. (5.19)).
Íåáîëüøèå îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ðèñ.6 îò çà-
êîíà (5.18) ñâÿçàíû ïî-âèäèìîìó ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ èñ-
ïîëüçîâàííûõ çíà÷åíèé Kn. Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ýòî ìîæåò
áûòü ëåãêî èñïðàâëåíî, îäíàêî òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè ñ÷åòà èëè
ñóùåñòâåííîãî ñîêðàùåíèÿ ñòàòèñòèêè.
Ýìïèðè÷åñêèé çàêîí (5.18) ìîæíî èñïîëüçîâàòü, â ÷àñòíîñòè, äëÿ àíà-
ëèçà íåïîíÿòíîãî "çàñòðåâàíèÿ"òðàåêòîðèè, îáíàðóæåííîãî â ñòàðîé ðà-
áîòå [7] è äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷èâøåãî îáúÿñíåíèÿ. Ýòîò ñëó÷àé òàêæå
îòíîñèòñÿ ê îòîáðàæåíèþ (2.2) ñ d = 1=2, íî â íåñêîëüêî èíîé íîðìè-
ðîâêå (êàê â [9]). Â íàøèõ òåïåðåøíèõ îáîçíà÷åíèÿõ îí ñîîòâåòñòâóåò
K = 0:29 < 1=3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíî ïîïàë â îáëàñòü ñ âèðòóàëü-
íûìè èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè. Ïðè âðåìåíè ñ÷åòà t0 = 3  106 ìèíè-
ìàëüíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè Dmin  3  10−8, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìàëüíîìó ôàêòîðó ïîäàâëåíèÿ äèôôóçèè Fmin  105 ñ ðàçóìíîé
âåðîÿòíîñòüþ P  36%.
Âìåñòî îòäåëüíûõ çíà÷åíèé Fex(n) ìîæíî âçÿòü çíà÷åíèÿ Fm (ìû óï-
ðîñòèëè îáîçíà÷åíèå Fex(m) ! Fm) äëÿ öåíòðîâ âñåõ m = 1; 2; :::M = 17
ðàçëè÷èìûõ â âûäåëåííîì èíòåðâàëå K = 0:293 − 0:333 îáëàñòåé äèô-
ôóçèè (ñì. òàáëèöó). Òîãäà âåðîÿòíîñòü áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà íîðìè-
ðîâàííîé ñóììå øèðèí ýòèõ îáëàñòåé dKm, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ëè-
áî ýìïèðè÷åñêè ïî ðèñ.3 (K â òàáëèöå), ëèáî ïåðåñ÷åòîì ïî ôîðìóëå
(5.5) èç ýìïèðè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ôàêòîðà ïîäàâëåíèÿ Fm (K â òàáëèöå).
Íîðìèðîâêà ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïîëíîé øèðèíå èññëåäîâàííîãî èíòåðâàëà
K ïóòåì çàìåíû dKm ! dKm=, ãäå  = 0:04. Êðîìå òîãî íåîáõîäèìî
ó÷åñòü, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ñóììà øèðèí âñåõ M = 17 äèôôóçèîííûõ
îáëàñòåé S  0:664 äëÿ K è S  0:468 äëÿ K. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîèñ-
õîäèò ñóùåñòâåííàÿ ïîòåðÿ óçêèõ îáëàñòåé ñ áîëüøèì F >104 (ñì. ðèñ.7).
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì




Ðåçóëüòàò òàêîé îáðàáîòêè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ òàáëèöû ïîêàçàí íà
ðèñ.7 âìåñòå ñ äàííûìè ðèñ.6, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû æèðíîé ïðÿìîé
(5.18). Ïðè ñòîëü ìàëîé ñòàòèñòèêå ñîãëàñèå îáîèõ ìåòîäîâ ìîæíî ñ÷è-
òàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûì. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ äàííûõ äëÿ K (â ïðå-
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Ðèñ. 7: Òî æå, ÷òî è íà ðèñ.6, íî ïî øèðèíå 17 ðàçëè÷èìûõ äèôôóçèîí-
íûõ îáëàñòåé (ñì. òàáëèöó è òåêñò): äàííûå ðèñ.6 ïðåäñòàâëåíû æèðíîé
ïðÿìîé (5.18); êðóæêè - èíòåãðàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü (5.21) ïî èçìåðåí-
íîé øèðèíå K äèôôóçèîííûõ îáëàñòåé; êðåñòû - òî æå äëÿ øèðèíû
K, ïåðåñ÷èòàííîé ïî (5.5); ëîìàíàÿ ëèíèÿ - èçìåðåííàÿ ïîïðàâêà CF
ê (5.6); øòðèõîâûå ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò äîëþ "ïîòåðÿí-
íûõ"(íåðàçëè÷èìûõ) îáëàñòåé ïðè áîëüøèõ F >104.
äåëàõ óïîìÿíóòîãî âûøå îãðàíè÷åíèÿ F <104). Îòìåòèì, ÷òî âíå ýòîé
îáëàñòè, òî åñòü ïðè F >104, ãäå âåðîÿòíîñòü P (F )  const îñòàåòñÿ ïî-
÷òè ïîñòîÿííîé, îäíîâðåìåííî ðåçêî âîçðàñòàåò ýìïèðè÷åñêàÿ ïîïðàâêà
CF (ñì. ðèñ.7).
Äëÿ K ñîãëàñèå õóæå, ïðè÷åì íàáëþäàåòñÿ íå ïðîñòî ðàçáðîñ òî÷åê,
à ñèñòåìàòè÷åñêîå, õîòÿ è íåáîëüøîå, îòêëîíåíèå. Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå îñòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó ñòåïåííûì (ñì. íèæíþþ íàêëîííóþ ïðÿ-
ìóþ íà ðèñ.7), íî ñ íåñêîëüêî èíûì ïîêàçàòåëåì:
P (F )  2:3
F 0:20
; 64 < F < 10
4 (5:21)
ãäå ëåâàÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì F â èñ-
ñëåäîâàííîì èíòåðâàëå K. Ïðè÷èíà òàêîãî ðàñõîæäåíèÿ íåèçâåñòíà è
òðåáóåò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàáëþäàåìûå
ðàñõîæäåíèÿ ñâÿçàíû, â îñíîâíîì, ñ íåäîîöåíêîé ýìïèðè÷åñêîé øèðè-
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íû îáëàñòè K, âîçðàñòàþùåé âìåñòå ñ F . Ñêîðåå âñåãî ýòî ïðîèñõîäèò
ïðè ïåðåêðûòèè ñîñåäíèõ îáëàñòåé, êîòîðîå òàêæå âîçðàñòàåò ñ F . Âî
âñÿêîì ñëó÷àå ðàçíèöà ìåæäó ýìïèðè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè (5.18) è
(5.21) ñîñòàâëÿåò âñåãî îêîëî 30% ïî ïîêàçàòåëþ è 20% ïî âåðîÿòíîñòè
(â ïðåäåëàõ ïðèìåíèìîñòè (5.21)), ÷òî ñîâñåì íå òàê ïëîõî äëÿ ïðåäâàðè-
òåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàçóìååòñÿ, âñå ýòî òðåáóåò äàëüíåéøåé ñåðüåçíîé
ïðîâåðêè.
Îòìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòûå âûøå ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè äèôôóçèè (â
õóäøåì ñëó÷àå â äâà ðàçà) ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ âåðîÿòíîñòè (5.18) â
20:15  1:11 ðàç, òî åñòü âñåãî íà 11%.
6 Çàêëþ÷åíèå
Èññëåäîâàíèå ñåìåéñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ îòáðàæåíèé òèïà (2.1)(2.2)
èìååò äàâíþþ èñòîðèþ (ñì., íàïðèìåð, [7,9,11-15,17] è ññûëêè òàì). Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì òàêèå ïðîñòåéøèå ìîäåëè äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî íîâîãî è ìàëî èçâåñòíîãî, íî î÷åíü ñëîæíîãî ÿâ-
ëåíèÿ ôðàêòàëüíîé äèôôóçèè ïîä äåéñòâèåì âèðòóàëüíûõ ãëîáàëüíûõ
èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ â óñëîâèÿõ ñèëüíîãî ëîêàëüíîãî õàîñà.
Âíà÷àëå, îäíàêî, ïîëåçíî ïîíÿòü ïî÷åìó èçó÷åíèå ñòîëü óïðîùåííûõ
êîíñòðóêöèé, êàê êóñî÷íî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ çàñëóæèâàåò âíèìà-
íèÿ. Îáðàòèìñÿ âíîâü ê ðàáîòå [17], ãäå äëÿ âûÿñíåíèÿ ñâîéñòâ òàêî-
ãî îòîáðàæåíèÿ ðàññìàòðèâàëàñü ñëîæíàÿ (c 21 Ôóðüå-ãàðìîíèêîé) àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è â èõ äèíàìè÷åñêîì ïîâåäåíèè áûëî óñòàíîâëåíî
îïðåäåëåííîå ñõîäñòâî. Çíà÷èò, ìîæíî ïîñòóïàòü è íàîáîðîò - â ñëó÷àå
ñëîæíîé (íàïðèìåð, ñ êðóòûìè èçãèáàìè) íåïðåðûâíîé àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè ïîäûñêèâàòü áëèçêóþ ê íåé êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ è èñ-
ñëåäîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå, ÷òî îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî ïðî-
ùå. Ýòî íàïðàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì äîñòàòî÷íî ïåðñïåêòèâíûì, íî
òðåáóþùèì ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ è â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû íå áó-
äåì â íåãî óãëóáëÿòüñÿ.
Ïðåæäå âñåãî íàøè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñåìåéñòâå ìîäåëåé (2.1,2) âñåãäà ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíî øèðîêàÿ
(îñíîâíàÿ) îáëàñòü "íîðìàëüíîé"äèôôóçèè êàê è â äðóãèõ ãëàäêèõ ñè-
ñòåìàõ áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ. Â ýòîé îáëàñòè íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü
âåñüìà ïðîñòûå è äîâîëüíî òî÷íûå îöåíêè ñêîðîñòè äèôôóçèè (ðàçä. 3,
4), êîòîðûå ñóùåñòâåííî ïîìîãëè ïðè àíàëèçå îñíîâíîãî â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ýìïèðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïî ôðàêòàëüíîé äèôôóçèè â îáëàñòè ñ
âèðòóàëüíûìè èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè (ðàçä. 5).
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Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû â èíòåðâàëå ïàðàìåòðà ïåðåêîñà 0 < d < 0:6
(ñ èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè ïðè K < KB, ñì.(4.5)). Íàäåæíî óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî íàëè÷èå ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ (íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî åãî ìåðà ðàâíà íóëþ) âûçûâàåò ñèëüíîå ïîäàâëåíèå äèôôóçèè ïðè
K < KB, ÷òî è ïîáóäèëî íàñ ïðåäëîæèòü íîâûé òåðìèí "âèðòóàëüíàÿ
èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ".
Íàèáîëåå ïîäðîáíî èçó÷åí ñëó÷àé d = 1=2, äëÿ êîòîðîãî óäàëîñü ïî-
ëó÷èòü êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ïîäàâëåíèÿ äèôôóçèè. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ
îáðàáîòêà ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ïîçâîëèëà ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå (5.18) âåðîÿòíîñòè êîýôôèöèåíòà ïîäàâëåíèÿ äèôôóçèè Fex.
Íàèáîëåå èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåç-
âû÷àéíî ìåäëåííîå óáûâàíèåì âåðîÿòíîñòè Fex, íàñòîëüêî ìåäëåííîå,
÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå Fex ðàñõîäèòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ñ÷åòà (ñì.
ðàçäåë 5). Ïðîâåäåíî òàêæå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñåðèè óçêèõ äèô-
ôóçèîííûõ îáëàñòåé ñëåâà îò îñíîâíîé ãðàíèöû (ñì. òàáëèöó). Ýòî ïîç-
âîëèëî ïîäòâåðäèòü âàæíûé ðåçóëüòàò (5.18) òàêæå è äðóãèì ìåòîäîì
(ñì. (5.21)). Ïðè÷èíà ñòîëü íåîáû÷íîé ñòàòèñòèêè Fex (à, ñëåäîâàòåëüíî,
è ñêîðîñòè ôðàêòàëüíîé äèôôóçèè Dmax â (5.4)) íåèçâåñòíà è òðåáóåò
äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.
Èçó÷åíèå çàâèñèìîñòåé D(K) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ d îáíàðóæè-
ëî ÿâíîå ïîäîáèå â èõ ïîâåäåíèè, ÷òî óêàçûâàëî íà âîçìîæíîñòü óíèâåð-
ñàëüíîãî îïèñàíèÿ. Íàì óäàëîñü ýòî ñäåëàòü ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåä-
ïîëîæåíèè d  1 è ïîñòðîèòü â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ýìïèðè÷å-
ñêóþ çàâèñèìîñòü (5.16) äëÿ ãðàíèöû îñíîâíîé äèôôóçèîííîé îáëàñòè.
Ýòî âåñüìà ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå íåïëîõî îïèñûâàåò õàðàêòåðíûé ðåç-
êèé ïåðåõîä èç õàîòè÷åñêîé îáëàñòè áåç èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ ñ õîðî-
øî èçâåñòíîé ðåãóëÿðíîé äèôôóçèåé â òàêæå õàîòè÷åñêóþ îáëàñòü, íî
c ïëîòíîé ñèñòåìîé èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ íîâîãî âèäà è ñ ñîâåðøåííî
íåèçâåñòíîé î÷åíü íåðåãóëÿðíîé (ôðàêòàëüíîé) äèôôóçèåé.
Â öåëîì, âñå ýòî íîâîå ÿâëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì äîñòàòî÷íî èíòå-
ðåñíûì è âàæíûì è, ïî íàøåìó ìíåíèþ, áåçóñëîâíî çàñëóæèâàåò äàëü-
íåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.
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